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Введение

Невозможно представить себе математику без специальных обозначений. Мы настолько привыкли к ним, что порой не можем решить простейшие задачи, не прибегая к символам. 
Создателем алгебраической символики считается французский математик Франсуа Виет и его по праву называют «отцом» алгебры. Способ записи задач в общем виде с помощью символов позволил Виету сделать важные открытия.
Особенно гордился Виет всем известной теперь теоремой о выражении корней квадратного уравнения через его коэффициенты. Изучая тему «Квадратные уравнения» в 8 классе, я был поражен лаконичностью и красотой теоремы Виета и  решил узнать больше об использовании ее при решении более сложных задач. 

       Цель работы – познакомиться с биографией и трудами великого математика, с помощью теоремы Виета решить нестандартные алгебраические задания. 
Поставленная цель предполагает решение следующих задач:
1. Изучение научной литературы по теме исследования.
2. Применение теоремы Виета при решении задач повышенной сложности.

Объект исследования: алгебраические задания, связанные с квадратными уравнениями.
Предмет исследования: практическое применение теоремы Виета.

Основные методы исследования: анализ научно-популярной литературы, обобщение материла, решение конкретных алгебраических заданий.

В курсе уроков математики в школе тема «Теорема Виета»  рассматривается не так широко, и все же надо отметить, что она является ключевой для некоторых заданий. В своей работе мы рассматриваем практическое применение теоремы Виета для решения алгебраических задач. Этот  опыт деятельности  мне особенно важен и необходим в связи с предстоящей сдачей ГИА по математике.
Глава 1. Франсуа Виет – выдающийся французский математик. Историческая справка  и  обзор научной деятельности.
 1.1.Страницы из биографии Ф. Виета
Франсуа Виет родился в 1540 году на юге Франции в небольшом городке Фантене-ле-Конт. [1]  
Отец Виета был прокурором. По традиции наследник выбрал профессию отца и стал юристом, окончив вуз в Пуату. В 1560 году двадцатилетний судебный защитник начал свою карьеру в родном городе, но через три года перешел на службу в знатную семью де Партене. Он стал секретарем хозяина дома и учителем его дочери двенадцатилетней Екатерины. Именно преподавание пробудило в молодом юристе заинтересованность к математике. [6]  
Когда ученица выросла и вышла замуж, Виет не расстался с ее семьей, и переехал с нею в Париж, где ему было легче изведать о достижениях ведущих математиков Европы. С некоторыми учеными Виет познакомился лично. Так, он общался с видным профессором Сорбонны Рамусом, с крупнейшим математиком Италии Рафаэлем Бомбелли вел дружескую переписку. [6]  
В 1571 году Виет перешел на государственную службу, став советником парламента, а потом советником короля Франции Генриха III. [6]
В темное время суток на 24 августа 1572 года в Париже произошла массовая резня гугенотов католиками, так называемая Варфоломеевская ночь. В ту ночь вместе со многими гугенотами погибли супруг Екатерины де Партене и математик Рамус. Во Франции началась гражданская битва. Через немного лет Екатерина де Партене опять вышла замуж. На этот раз, ее избранником стал один из руководителей гугенотов — принц де Роган. По его ходатайству в 1580 году Генрих III назначил Виета на значимый государственный пост рекетмейстера. [6]
Находясь на государственной службе, Виет оставался ученым. Он прославился тем, что сумел расшифровать код перехваченной переписки короля Испании, благодаря чему король Франции был в курсе действий своих противников. Код был сложным, содержал до 600 различных знаков, которые периодически менялись. [6] Рассказывают, что Виет две недели подряд дни и ночи просидев за работой, все же нашел ключ к испанскому шифру. После этого неожиданно для испанцев Франция стала выигрывать одно сражение за другим. [7] Испанцы не могли поверить, что код расшифровали, и обвинили французского короля в связях с нечистой силой.

К этому времени относятся свидетельства современников Виета о его огромной трудоспособности. Будучи чем-то увлечен, ученый мог действовать по трое суток без сна. [3]
В 1584 году в результате придворных интриг Виет был на несколько лет отстранён от дел, он полностью посвятил себя математике. Он глубоко изучил сочинения классиков Архимеда и Диофанта, ближайших предшественников Кардано, Бомбелли, Стевина и других. Виета они не только восхищали, в них он видел большой изъян, заключающийся в трудности понимания из-за словесной символики. [7]
В 1589 году Генрих III был убит монахом — приверженцем. Формально французская корона перешла к Генриху Наваррскому — главе гугенотов. Но только после того, как в 1593 году тот самый владыка принял католичество, в Париже его признали королем Генрихом IV. Подробности жизни Виета в тот отрезок времени неизвестны, что само по себе говорит о его желании оставаться в стороне от кровавых дворцовых событий. Известно только, что он перешел на службу к Генриху IV, находился при дворе, был ответственным правительственным чиновником и пользовался огромным уважением как математик. [6]
По преданию, посол Нидерландов сказал на приеме у короля Франции Генриха IV, что их математик ван Роомен  бросил вызов всем математикам мира.  Он разослал во все европейские страны уравнение 45-й степени:
x45 - 45x43 + 945x41 - 12300x39 +... + 95634x5 - 3795x3 + 45x = a,
Французским математикам решил это уравнение не посылать, считая, что там нет способных справиться с задачей. При этом больше всего было ущемлено самолюбие Генриха IV.
- И все же у меня есть математик! - воскликнул король. 
- Позовите Виета!
В приемную короля вошел пятидесятитрехлетний седоволосый советник короля Франсуа Виет. Он тут же, в присутствие короля, министров и гостей, нашел один корень предложенного уравнения. Виет увидел, что а есть сторона правильного 15-угольника, вписанного в круг радиуса 1, а по коэффициентам второго и последнего членов заключил, что х есть хорда 1/45 этой дуги, как оно и было на самом деле. Король ликовал, все поздравляли придворного советника. На следующий день Виет нашел еще 22 корня уравнения. [8]
 В последние годы жизни Виет ушел с государственной службы, но продолжал интересоваться наукой. Известно, в частности, что он вступил в полемику по поводу введения нового, григорианского календаря в Европе. И более того хотел сформировать свой календарь.

В мемуарах некоторых придворных Франции есть распоряжение, что Виет был женат, что у него была дочка, единственная наследница имения, по которому Виет звался сеньор де ла Биготье. В придворных новостях маркиз Летуаль писал «...14 февраля 1603 г. господин Виет, рекетмейстер, джентльмен большого ума и рассуждения и единственный из самых ученых математиков века умер... в Париже, имея, по общему мнению, 20 тыс. экю в изголовье. Ему было больше 60 лет». [6]
Франсуа Виет – крупнейший математик XVI века, хотя по профессии юрист. Вышеописанные эпизоды из биографии ученого говорят о его талантливости. Кроме этого, полезно заметить, что Виет обладал и огромной трудоспособностью.
1.2. Вклад Виета в создание буквенной символики

Для создания буквенного исчисления Франсуа Виет сделал  принципиально новый шаг – ввел обозначения не только для неизвестного и его степеней, но и для параметров. [7]
Свои алгебраические идеи Виет изложил в сочинении «Введение в аналитическое искусство», в котором предложил преобразовать алгебру в мощное математическое исчисление. Он писал: «Все математики знали, что под алгеброй и алмукабалой были скрыты несравненные сокровища, но не умели их откопать. Задачи, которые они считали наиболее трудными, безупречно нетрудно решаются десятками с помощью нашего искусства...» [4]
Затем Виет предложил: «Искомые величины будем обозначать буквой А или другой гласной E, I, O, U, а данные буквами В, D, G или другими согласными». [6]  (Сегодня мы обозначаем параметры задачи, как правило, первыми буквами латинского алфавита  a, b, c, …, а неизвестные – буквами из конца алфавита – x, y, z). Из знаков действий он использовал «+» и «-», знак радикала и горизонтальную черту для деления. Произведение обозначал словом «in». Виет первым стал употреблять скобки, которые, у него имели вид не скобок, а черты над многочленом. Он ввел термин «коэффициент». Квадрат, куб и т. д. обозначал словами или первыми буквами слов.[6] Например, кубическое уравнение  х3 + 3Вх = D Виет записывал так: 
А cubus + В рlanum in A3 aequatur D solito 
(А cubus означает третью степень неизвестного А, В рlanum – «В плоское», D solito – «тело D»).  Здесь еще, как видим, много слов. Но ясно, что они уже играют роль наших символов. Такой способ записи позволил Виету сделать важные открытия при изучении общих свойств алгебраических уравнений. [6]
Ранее каждый вид уравнения с числовыми коэффициентами решался по особому правилу. Так, например, у Кардано рассматривались 66 видов алгебраических уравнений. Поэтому необходимо было доказать, что существуют такие общие действия над всеми числами, которые от этих самих чисел не зависят. Виет и его последователи установи, что не имеет значения, будет ли рассматриваемое число количеством предметов или длиной отрезка. Главное, что с этими числами можно производить алгебраические действия и в результате снова получать числа того же рода. [6] Он сделал важнейший шаг вперед, благодаря которому математика получила возможность не только решать отдельные уравнения, но и находить общие закономерности, проводить доказательство в общем виде. [4]
Виет свободно применял разнообразные алгебраические преобразования — например, замену переменных или смену знака выражения при переносе его в другую часть уравнения. [7] Однако он не признавал отрицательных чисел и поэтому при решении уравнений рассматривал лишь случаи, когда все корни положительны. [2, С.25]
В трудах Виета алгебра становится общей наукой об алгебраических уравнениях, основанной на символических обозначениях. Благодаря Виету стало впервые возможным выражение свойств уравнений и их корней общими формулами, и сами алгебраические выражения превратились в объекты, над которыми можно было производить действия. [1]
Символика Виета была сразу же оценена учёными разных стран, которые приступили к её совершенствованию. Среди непосредственных продолжателей дела создания символической алгебры можно назвать Хэрриота, Жирара  и Отреда, практически современный вид алгебраический язык получил в XVII веке у Декарта. [7]
Таким образом, Виета по праву считают создателем буквенной символики и называют "отцом" алгебры. Он показал, что, оперируя с символами можно решить задачу в общем виде. Это положило начало коренному перелому в развитии алгебры.
1.3. О теореме Виета
Задолго до деятельности Виета была подмечена связь между корнями квадратного уравнения и его коэффициентами. Свидетельством тому является пример,  который продемонстрировал среднеазиатский математик Мохаммад ал-Хорезми.
Задача. Квадрат и десять его корней равны 39. Найти квадрат.
Решение. Эта задача приводит к уравнению: х2 +10х=39
Строим  квадраты с неизвестной стороной х и стороной 5, а на их сторонах строим прямоугольники со сторонами х и 5.

	5
	х

	25


	5х

	5х
	х2


S большого кв. = 25+10х+х2 , но 10х+х2=39 (по условию),  следовательно площадь большого квадрата равна 64. Значит, сторона большого квадрата равна 8, а   х=3.  Но этот метод неэффективный, так как  второго корня с помощью его нельзя найти, ведь сторона не может быть отрицательной. [10]
Знаменитая теорема, устанавливающая связь коэффициентов многочлена с его корнями, была обнародована в 1591 году. Теперь она носит имя Виета, а сам автор формулировал ее так:  «Если  В + D, умноженное на А, минус А в квадрате одинаково ВD, то А одинаково В и одинаково D». [6]
Чтобы понять Виета, следует вспомнить, что А, как и всякая гласная буква, означала у него неизвестное (наше x), гласные же B,D – коэффициенты при неизвестном. На языке современной алгебры вышеприведенная формулировка Виета означает: если имеет место 
(a + b) x – x2 = a ∙ b,

т.е     x2 – (a + b) x + a ∙ b = 0,

то  x1 = a,  x2 = b  [7, С.24]
Теорема Виета стала теперь самым знаменитым утверждением школьной алгебры. Для приведенного квадратного уравнения (т.е. такого, коэффициент при x² равен единице) x² + px + q = 0 сумма корней равна второму коэффициенту, взятому с противоположным  знаком, а произведение корней равно свободному члену:
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В случае неприведенного квадратного уравнения ax² + bx + c = 0
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Теорема Виета хороша тем, что, не зная корней квадратного трехчлена, мы легко можем вычислить их сумму и произведение, то есть простейшие симметричные выражения x1 + x2 и x1 · x2. Так, еще не зная, как вычислить корни уравнения x² – x – 1 = 0, мы, тем не менее, можем сказать, что их сумма должна быть равна 1, а произведение должно равняться –1. [9]
Для нахождения корней квадратного уравнения пользуются теоремой, обратной теореме Виета. Если числа x1 и x2 удовлетворяют соотношениям
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то они являются корнями квадратного уравнения  x2 + px + q = 0.
В школьном фольклоре теорема Виета известна в следующем виде:

«Сегодня достойна в стихах быть воспета
О свойствах корней теорема Виета.
Что лучше, скажи, постоянства такого,
Умножил ты корни – и дробь уж готова:
В числителе с, в знаменателе а.
И сумма корней тоже дроби равна.
Хоть с минусом дробь эта, что за беда-
В числители в, в знаменателе а»

Данные стихи будут соответствовать теореме с оговоркой: «если уравнение имеет корни», т.е. D ≥ 0.
Теорема Виета позволяет угадывать целые корни квадратного трехчлена. Так, находя корни квадратного уравнения x² – 5x + 6 = 0, можно начать с того, чтобы попытаться разложить свободный член (число 6) на два множителя так, чтобы их сумма равнялась бы числу 5. Это разложение очевидно: 6 = 2 · 3, 2 + 3 = 5. Отсюда должно следовать, что числа 2 и 3 являются искомыми корнями.
Теорема Виета достойна восхищения, тем больше, что ее позволительно обобщить на многочлены всякий степени.
Если x1;x2; x3 - корни уравнения х3 + рх2 + gx + z = 0, то
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А если имеем уравнение  четвертой степени x4+px3+gx2+ zх + s=0 , то
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Аналогичные вычисления  можно выполнить и для уравнения более высокой степени. 
Итак, заслуга Виета состоит в том, что он, введя буквенные обозначения неизвестных величин, описал связь между корнями квадратного уравнения и его коэффициентами. Теорема Виета применяется для подбора корней квадратных уравнений. 

1.4. Другие математические достижения Ф.Виета 
При жизни Виета была издана только часть его трудов. Главное сочинение – «Введение в аналитическое искусство» (1591), которое Виет рассматривал как начало всеобъемлющего трактата, к сожалению, продолжить не успел. [7] 
Работы по математике Виет писал чрезвычайно трудным языком, поэтому они не получили должного распространения. Труды Виета были собраны после его смерти нидерландским математиком  Ф. Шоотеном и изданы в 1646 году. [1]
Виет всюду делил изложение на две части: общие законы и их конкретно-числовые реализации. То есть, он сначала решал задачи в общем виде, и только потом приводил числовые примеры.[3]  Он разработал единообразный прием решения уравнений 2-й, 3-й и 4-й степени и тригонометрическое решение кубического уравнения. 
Больших успехов добился ученый и в области геометрии. Применительно к ней он сумел разработать интересные методы. Он стремился сотворить по примеру древних некую геометрическую алгебру, используя геометрические методы для решения уравнений. Любое уравнение третьей и четвертой степени, утверждал Виет, не возбраняется разрешить геометрическим методом. [6]
 Математиков в течение столетий интересовал вопрос решения треугольников, так как он диктовался нуждами астрономии, архитектуры, геодезии. У Виета применявшиеся раньше методы решения треугольников приобрели больше законченный облик. Так он первым прямо сформулировал в словесной форме теорему косинусов [2, С.94], хотя положения, эквивалентные ей, эпизодически применялись с первого века до нашей эры. Известный раньше своей трудностью эпизод решения треугольника по двум данным сторонам и одному из противолежащих им углов получил у Виета исчерпывающий разбор. [6] 
Глубокое знание алгебры давало Виету большие преимущества. Причем заинтересованность его к алгебре первоначально была вызвана тригонометрией как  приложением  к астрономии. «И тригонометрия, — как замечает Г.Г. Цейтен, — щедро отблагодарила алгебру за оказанную ею помощь». Не только каждое новое употребление алгебры давало импульс новым исследованиям по тригонометрии, но и полученные тригонометрические результаты являлись источником важных успехов алгебры. [7]
Виет с помощью линейки и циркуля  решил задачу Аполлония о построении круга, касательного к трем данным кругам. За это его называли галльским (французским) Апполонием. [1] 
Итак, Виет сделал множество математических открытий. Но применение его научных достижений затруднялось тяжелым и громоздким изложением, в котором везде сквозит его большая эрудиция, и большое количество изобретенных терминов. 
Глава 2. Практическое применение теоремы Виета 

в решении нестандартных алгебраических задач
В данной главе представлен практикум «Теорема Виета в нестандартных алгебраических задачах» и один из способов решения заданий практикума.
Задания расположены в порядке возрастания сложности и носят обучающий характер.
Пример 1.  Не вычисляя корней х1 и х2 уравнения 3х2 + 8х – 1 = 0, найдите: 

а) х12 + х22   

б)  
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Решение. 

У данного уравнения D = 64 + 12 = 76 > 0, значит уравнение имеет два различных действительных корня. 
По теореме Виета  х1 + х2 = 
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а)  х12 + х22 =(х12 +2х1х2 + х22) - 2х1х2 = (х1 + х2)2 - 2х1х2 = 
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б) 
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Ответ:  а) 
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Пример 2.  Пусть х1 и х2 корни уравнения  х2 - 3х + 1 = 0. Составьте квадратное уравнение с корнями: у1 = х14   и   у2 = х24.

Решение. 

По теореме Виета х1 + х2 = 3,    х1 ∙ х2 = 1. 

По теореме, обратной теореме Виета,  у1 и у2 являются корнями уравнения             у2 + ру + m =0, где 

m = у1 ∙ у2 = (х1 ∙ х2)4 = 14 = 1

р = - (у1 + у2) = - (х14 + х24) = - [ (х12 + х22)2 – 2(х1х2)2 ] = -  [ ((х1 + х2)2 - 2х1х2)2 – 2(х1х2)2 ] = - [ (9 -  2∙1)2 - 2∙1] = - (49 – 2) = - 47
Получаем уравнение у2 - 47 у + 1 =0

Ответ:  у2 - 47 у + 1 =0
Пример 3.  Уравнение 2х2 – 7х – 3 = 0 имеет корни х1 и х2. Найти утроенную сумму коэффициентов приведенного квадратного уравнения, корнями которого являются числа у1  = 
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Решение.
По теореме Виета х1 + х2 = 
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По теореме, обратной теореме Виета,  у1 и у2 являются корнями уравнения            у2 + ру + m =0, где 

m = у1 ∙ у2 = 
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р = - (у1 + у2)  =  – (
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Искомое уравнение примет вид  у2 + 
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Теперь легко посчитаем утроенную сумму его коэффициентов 3(1 + 
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Пример 4. Один из корней уравнения 5х2 – 12х + с = 0 в три раза больше, чем другой. Найдите с.
Пусть х1 и х2  – корни уравнения, х2 – меньший, тогда  больший х1 = 3х2.
По теореме Виета:
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[image: image44.wmf]с = 5,4
Ответ: с = 5,4.
Пример 5.  Определите число m так, чтобы уравнение  х2 - 12х + m  = 0           имело два действительных корня, один из которых больше другого на 
[image: image45.wmf]5
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Решение. 

Пусть х1 и х2  – корни уравнения, х2 – меньший, тогда  больший х1 = х2  + 
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По теореме Виета:
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Ответ:  m  = 31

Пример 6.  Известно, что х1 и х2 – корни уравнения х2 – 8х + p = 0, причём          3х1 + 4х2 = 29. Найдите p.
Решение.
По теореме Виета и по  условию задания: 
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Рассмотрим первое и последнее уравнения как систему 
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        х1 = 3, х2 = 5
Подставим полученные значения х1 и х2  и получим х1 ∙ х2  = 3 ∙ 5 = 15 = p 
Ответ: p = 15.
Пример 7.  При каких значениях k сумма корней квадратного уравнения  

х2 +(к2 + 4к – 5)х  –  к = 0 равна нулю?

Решение.
Пусть х1 и х2  – корни уравнения, тогда по теореме Виета: х1 + х2  = –  (к2 + 4к – 5)
По условию  х1 + х2  = 0
Получаем уравнение  к2 + 4к – 5 = 0, корнями которого являются числа 1 , –  5.
При  к =1 получим уравнение  х2  –  1 = 0, которое имеет корни. 
При k = –  5 получим уравнение  х2  + 5 = 0, которое не имеет корней.
Ответ:  при к = 1 

Пример 8.  Найдите все значения а, при которых сумма квадратов корней

уравнения  х2 – ах + а + 7 = 0  равна 10. 

Решение.
Пусть х1 и х2  – корни уравнения, тогда по теореме Виета:

х1 + х2  = а,  х1 ∙ х2  = а + 7

х12 + х22 = (х1 + х2)2 - 2х1х2 = а2 – 2 (а+7)  
По условию задания, эта сумма квадратов равна 10.

Получаем уравнение а2 – 2 (а+7) = 10, корнями которого являются числа 6 и –4.
При а = 6 получим уравнение  х2 – 6х +13 = 0 и для него D < 0, т.е. оно не имеет корней. 
При а = – 4 получим уравнение  х2  + 4х +3 = 0 и для него D > 0, т.е. оно имеет корни. 
Ответ:  а = – 4.

Пример 9. При каких а сумма корней уравнения  х2 – 2а (х - 1) - 1 = 0 равна сумме квадратов его корней?
Решение.

х2 – 2а (х - 1) - 1 = 0,  х2 – 2ах + 2а - 1 = 0.

Это квадратное уравнение будет иметь корни, если D ≥ 0.
D = 4а2 – 4 (2а – 1)  = (а – 1) 2 ≥ 0 . При любых а у исходного уравнения найдутся (возможно, совпадающие) корни x1 и x2.
Пусть х1 и х2  – корни уравнения, тогда по теореме Виета:
 х1 + х2  = 2а,  х1 ∙ х2  = 2а – 1. 
По условию х1 + х2  = х12 + х22 или х1 + х2   = (х1 + х2)2 - 2 х1 ∙ х2   

Получаем 2а = (2а)2 – 2(2а – 1), 

4а2 – 6а + 2 = 0, а2 – 1,5а + 0,5 = 0, то есть а = 1 или а = 0,5.
Ответ: при а = 1, а = 0,5

Пример 10. При каких значениях параметра а разность наибольшего и наименьшего корней уравнения  2х2 – (а + 1)х + (а – 1) = 0 равна их произведению?
Решение.

Это квадратное уравнение будет иметь два разных корня, если D > 0.
D = (а + 1)2 – 8(а – 1) > 0 или (а – 3)2 > 0. Следовательно, мы имеем два разных корня при всех а, за исключением а = 3.
Пусть х1 и х2  – корни уравнения, для определенности будем считать, что х1>х2
По теореме Виета и по условию задания:
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Все три условия должны выполняться одновременно. 
Рассмотрим первое и последнее уравнения как систему 
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           х1 = 
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, х2 = 
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Проверим при каких а выполнится второе равенство  х1 · х2 = 
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Подставим полученные значения х1 и х2  и получим  
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Ответ: при а = 2.
Пример 11. При каких значениях коэффициента b сумма квадратов корней уравнения х2 + bх + 1 = 0 принимает наименьшее значение? 

Решение. 

Это квадратное уравнение будет иметь корни, если D ≥ 0.
D = b2 - 4 ≥ 0 . Следовательно, мы имеем  корни при всех b 
[image: image58.wmf]Î
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Пусть х1 и х2  – корни уравнения, тогда по теореме Виета:

х1 + х2  = – b,  х1 ∙ х2  = 1. 

х12 + х22 = (х1 + х2)2 - 2х1 х2 = b2 – 2 

Выражение b2 – 2 принимает наименьшее значение при b = 0, не подходит. 
Нетрудно заключить, что выражение b2  – 2 принимает наименьшее значение при  b =  ±  2
Ответ: b =  ±  2

Пример 12. При каких значениях а сумма квадратов корней уравнения                    х2 + (2 - а)х – а – 3 = 0 есть величина наименьшая?
Решение.

Пусть х1 и х2 – корни уравнения, тогда по теореме Виета:  

х1 + х2 = а – 2,  х1 ∙ х2 = – а – 3. 

х12 + х22 = (х1 + х2)2 - 2х1 х2 = (а – 2)2 – 2( - а – 3) = а2 – 4а + 4 + 2а + 6 =
а2 – 2а + 10 = (а2 – 2а + 1) + 9 = (а – 1)2 + 9

(а – 1)2 ≥ 0, то есть наименьшее значение суммы квадратов корней равно 9.

Очевидно, оно достигается при (а – 1)2 = 0, то есть при а = 1
При  а = 1 получим уравнение  х2 – х – 4 = 0 и для него D = 17 > 0, т.е. оно имеет корни. 
Ответ: при а = 1
Пример 13.  При каких значениях а  сумма квадратов корней уравнения               х2 + 2ах + 3а2 – 6а – 2 = 0 есть величина наибольшая?
Решение.
Пусть х1 и х2 – корни уравнения, тогда по теореме Виета:  

х1 +  х2 = -2а,  х1 ∙ х2 = 3а2 – 6а – 2.

х12 + х22 = (х1 + х2)2 – 2х1 · х2 = (-2а)2 – 2(3а2 – 6а – 2) = -2а2 + 12а + 4 = 
-2(а – 3)2 + 22

-2(а – 3)2 ≤ 0, то есть наибольшее значение суммы квадратов корней равно 22.

Очевидно, оно достигается при   –2(а – 3)2  = 0, то есть при а = 3.
При  а = 3  получим уравнение  х2 + 6х + 7 = 0 и для него D = 8 > 0, т.е. оно имеет корни. 
Ответ: при а = 3

Пример 14.  Найти зависимость между коэффициентами уравнения                     ах2 + bх + с = 0 если сумма кубов его корней равна произведению квадратов этих корней.
Решение.
Пусть х1 и х2 – корни уравнения, тогда по теореме Виета:  

х1 +  х2 = 
[image: image60.wmf]a
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,  х1 ∙ х2 = 
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По условию задания  х13 + х23 = х12 · х22 или  (х1 + х2)(х12 – х1 · х2 + х22) = (х1х2)2
Преобразуем второй множитель:  х12 – х1 · х2 + х22 = ((х1 + х2)2 – 2х1х2) – х1х2 =            (х1 + х2)2 – 3х1х2
Получим (х1 + х2)((х1 + х2)2 – 3х1х2) = (х1х2)2
Заменим суммы и произведения корней через коэффициенты                    
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Замечание. Следует учесть, что полученное соотношение имеет смысл рассматривать лишь при D ≥ 0.

Ответ: 
[image: image72.wmf](

)

a

b

ас

b

2

3

-

= с2
Пример 15.  При каких значениях p и q корни уравнения х2 + pх + q = 0 равны
2 p и 
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?
Решение.
Пусть х1 = 2 p  и  х2  = 
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q

     – корни уравнения, тогда по теореме Виета:  

х1 +  х2  = - p   ,  х1 ∙ х2  = q  
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При  p= 1,  q= – 6  получим уравнение  х2  + х –6 = 0 и для него D = 25 >0, т.е. уравнение имеет корни.
При  q=0  , p= 0 получим уравнение  х2  = 0 и   т.е. уравнение имеет корни (совпадающие).
Ответ: p = q = 0   или   p = 1, q = –6.

Пример 16.  Известно, что корни уравнения х2 – 5х + а = 0 на 1 меньше корней уравнения  х2 – 7х + 3а – 6 = 0. Найдите а и корни каждого из этих уравнений.
Решение. 
Пусть х1 и х2 – корни уравнения х2 - 5х + а = 0, тогда по условию задания

х1 +1  и  х2 +1– корни уравнения х2 - 7х + 3а – 6 = 0.

По теореме Виета:  
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          a +5 +1=3а– 6, а = 6
При а = 6 уравнение х2 – 5х + 6 = 0 имеет корни 2 и 3,                                                 а уравнение х2 – 7х + 12 = 0 имеет корни 3 и 4.
Ответ: а = 6,  корни первого уравнения 2 и 3, корни второго уравнения 3 и 4.

Пример 17.  Известно, что корни уравнения х2 – 13x + b = 0 равны соответственно квадратам корней уравнения  х2 + ax + 6 = 0. Найдите a и b и корни каждого из уравнений.
Решение.
Пусть х1 и х2 – корни уравнения х2 + ax + 6 = 0, тогда по условию задания

х1 2  и  х2 2  – корни уравнения х2 – 13x + b = 0.

По теореме Виета:  
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          b = 36
х12 + х22 = (х1 + х2)2 - 2х1 х2  = а2 - 2∙ 6 = 13,  а2 = 25,  а = ± 5
При b = 36 уравнение х2 – 13x + 36 = 0 имеет корни 9 и 4.
При а = 5 уравнение х2 + 5x + 6 = 0 имеет корни  –2  и  –3.
При а = –5 уравнение х2 – 5x + 6 = 0 имеет корни 2 и 3.
Ответ:   при b = 36 корни первого уравнения 9 и 4, при а = 5 корни второго уравнения  –2 и –3,   при а = –5 корни второго уравнения 2 и 3.
Пример 18. При каких значениях коэффициента с корень уравнения                     8х2 – 6x +с=0 равен квадрату другого корня? 

Решение. 

Пусть числа х1 и х2 – корни данного уравнения.

По теореме Виета и по условию задания:
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Первое уравнение этой системы является квадратным и имеет два корня 
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 и   
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.
Подставляя эти значения во второе уравнение системы, получаем два уравнения 
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. Решая эти уравнения, получим с =1 и с = –27.

При  с = 1  получим уравнение 8х2 – 6x + 1=0  и для него D = 4 >0, т.е. уравнение имеет корни.

При  с = –27  получим уравнение 8х2 – 6x – 27=0  и для него D  >0, т.е. уравнение имеет корни.

Ответ: с = 1,  с  = –27
Пример 19.  При каких значениях параметра а уравнение 
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 имеет два различных отрицательных корня?
Решение. 
Пусть х1 и х2 – корни уравнения
1) Существование различных корней, значит  D >0.

2) Корни отрицательные, поэтому по теореме Виета получаем:
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Относительно параметра система неравенств выглядит так:
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       (а-1)2+8>0      верно при любом а 

(2) 2а+4<0 
      а<-2

(3) -5-2а>0

    а<-2,5


[image: image95]
Ответ:  при а 
[image: image96.wmf]Î

 (-∞; -2,5) уравнение имеет два различных отрицательных корня

Пример 20.  Уравнение ах2 +bx +2=0, где а <0, имеет одним из своих корней число 3. Решите уравнение ах4 +bx2 +2=0.
Решение.
Пусть числа х1  и х2 – корни данного уравнения.

По теореме Виета и по условию задания:   х1 ∙ х2  = 
[image: image97.wmf]а
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 ,   х1 = 3 

Получаем  х2  = 
[image: image98.wmf]а

3

2

, так как а < 0, то  х2 < 0.
Решим уравнение ах4 + bx2 +2=0. Обозначим х2 = t, тогда уравнение примет вид
а t2 + b t  +2=0. Это исходное  уравнение, поэтому t1 = 3,   t 2  = 
[image: image99.wmf]а

3

2

,  t 2 < 0.
Возвращаемся к нашей подстановке и получаем

х2 = 3,    х = ± 
[image: image100.wmf]3


х2 =
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 , а < 0, корней нет
Ответ:   ± 
[image: image102.wmf]3


Заключение

Франсуа Виет – крупнейший математик XVI века. Упомянутые в работе биографические факты, говорят о талантливости ученого. Виет сделал множество математических открытий.
Сейчас нам трудно представить математику без формул, но именно такой она была до Виета. Свою новую символическую алгебру Виет противопоставлял прежней алгебре – числовой. Ученый считал, что только первая – это алгебра в собственном смысле, так как позволяет оперировать с целыми классами вещей. Вторая же есть арифметика, оперирующая просто числами.
Введя буквенные обозначения неизвестных величин, Виет описал связь между корнями квадратного уравнения и его коэффициентами. Это знаменитая и изучаемая в школьном курсе математики теорема Виета.
Практическое применение этой теоремы:

· Подбор корней квадратного уравнения.
· Проверка полученных корней квадратного уравнения, не подставляя их в исходное уравнение.
· Составление квадратного уравнения по данным корням.
На отработку этих навыков, прежде всего и обращается внимание в школьных учебниках.
В ходе работы мы же рассмотрели более сложные задачи, решаемые с помощью теоремы Виета:
· Нахождение значений различных выражений с корнями квадратного уравнения,  не вычисляя самих корней. 
· Решение задач на зависимость между коэффициентами и корнями уравнений.

· Определение знаков корней уравнения.
· Решение квадратных уравнений с параметром, учитывая условия, связанные с теоремой.
Изучение и освоение приемов и навыков решения вышеперечисленных задач является актуальным и обладает практической значимостью в связи с предстоящей сдачей ГИА по математике. Данный материал также может быть использован для элективных курсов.

В ходе исследования я познакомился с трудами Франсуа Виета, научился использовать теорему Виета при решении нестандартных задач. При работе по данной теме мною совершенствовались навыки в овладении редактором формул, графической интерпретацией материала.
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